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 Разработана теория возникновения фотодефлекционного сигнала в слое хиральных углеродных нанотрубках при облу-
чении их поляризованными модами бесселевых световых пучков. Впервые получено решение системы уравнений теп-
лопроводности с помощью интегральных преобразований Фурье – Бесселя и Лапласа для трехслойной среды, облу-
чаемой поляризационными модами световых пучков с бесселевым распределением интенсивности в пространстве. 
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The theory of formation photodeflection signal in the layer of chiral carbon nanotube by irradiation of polarized modes of Bes-
sel light beams was developed. For the first time the solution for the heat equation is obtained using integral transforms Fou-
rier – Bessel and Laplace for a three-layer medium, which is irradiated with light polarization modes of Bessel beams with an 
intensity distribution in space. 
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Введение 
Современное развитие многих направлений 
научных исследований связано с применением 
углеродных нанообъектов и наноструктур. Наи-
более перспективными для новых технологиче-
ских разработок являются углеродные нанотруб-
ки (УНТ), обладающие целым рядом уникальных 
свойств, таких как сверхвысокая прочность (мо-
дуль Юнга 1–5 ТПа) и высокие показатели элек-
тропроводности и теплопроводности.  
Особенный интерес вызывает применение 
УНТ в наноэлектронике, что требует построения 
четкой теоретической электродинамической мо-
дели [1]–[3]. 
Это связано с тем, что физические явления, 
происходящие на наноскопическом масштабе, 
протекают отлично от широко известных явле-
ний и процессов в макроскопической электроди-
намике. Классическая теория, относящаяся к 
трехмерным макрообъектам, не может быть пе-
ренесена на нанотрубки и здесь требуются новые 
фундаментальные исследования, которые реша-
ли бы отличные от известных в макроскопиче-
ской электродинамике задачи [4]–[7].  
Увеличение фокусной глубины фотоакусти-
ческого изображения по сравнению с обычным 
гауссовым световым пучком можно добиться 
путем применения в качестве источника возбуж-
дения результирующего сигнала бесселевых 
световых пучков (БСП), главным достоинст-
вом которых является бездифракционность при 
распространении в пространстве [8], [9]. В по-
следние годы БСП активно используются в ла-
зерных фотоакустических методах исследования 
неорганических сред, биологических материалов 
и живых организмов [10]–[12]. 
 
 Рисунок 0.1 – Схема регистрации 
фотодефлекционного сигнала: 
1 – слой углеродных нанотрубок; 
2 – «термическая» линза; 3 – аксикон; 
4 – модулятор; 5 – ТЕ-мода БСП;  
6 – позиционно-чувствительный фотодетектор; 
7 – зондирующий луч; 8 – подложка 
 
Целью данной работы являлось построение 
теории преобразования энергии бесселевых све-
товых пучков в плотных слоях хиральных угле-
родных нанотрубок для случая трансверсальной 
геометрии взаимодействия падающего и пробно-
го пучков (рисунок 0.1). 
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1 Расчет проводимости хиральных нано-
трубок 
Электронная структура углеродных нано-
трубок описывается в π-электронном приближе-
нии Хюккеля [13] и, в общем случае, в рамках 
метода сильной связи в приближении ближай-
ших соседей выражается хорошо известным со-
отношением [14], [15]: 
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где γ0 ≈2.7 эВ – интеграл перекрытия, k – волно-вой вектор, a1 и a2 – вектора трансляций гексаго-
нальной решетки. 
Геометрия углеродных нанотрубок может 
быть описана с помощью модуля вектора хи-
ральности 
2 2C ,h a n nm m              (1.1) 
где n и m – индексы хиральности; 03 2 ,a b   
b0 = 0.142 нм – постоянная, характеризующая расстояние между двумя соседними атомами в 
ячейке графена; ħ – приведенная постоянная 
Планка. 
При переходе от волнового вектора к векто-
ру квазиимпульса получается следующее выра-
жение для распределения энергии 
  p                             (1.2) 
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Проекции вектора квазиимпульса p, входя-
щего в (1.2), на оси Ox и Oy для хиральных УНТ 
с учетом (1.1) можно записать следующим образом 
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где 2 21, 2, , .q n nm m    
Учитывая (1.3) и (1.4) в выражении (1.2) 
осуществим переход к цилиндрической системе 
координат ( , )x y zp p p p   
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Проекция вектора скорости электрона на 
ось z есть частная производная [16] 





p                      (1.6) 
С учетом соотношения (1.5) и (1.6) получим 
выражение для проекции вектора скорости 
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Выражение для плотности поверхностного 
аксиального тока можно представить в виде 
 0 0, ,z zz zj h E    
где σzz(h, ω) – аксиальная проводимость углерод-
ной нанотрубки,  Re expzE F f i hz t       – 
электрического поля бегущей волны, h – константа 
распространения,      11 exp BF k T     p p  – 
равновесная функция распределения Ферми, Т – 
температура, kB – постоянная Больцмана. Аксиальная проводимость нанотрубки име-
ет вид 
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(1.7) 
Путем интегрирования выражения (1.7) по 
первой зоне Бриллюэна, можно определить про-
водимость  хиральных углеродных нанотрубок 
(ve << с, с – скорость света): 







           (1.8) 
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 Используя теорему о среднем при взятии 
интеграла, входящего в (1.8), 
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найдено конечное выражение, определяющее 
аксиальную проводимость в хиральных углерод-
ных нанотрубках 





















2 Построение модели возбуждения фото-
дефлекционного сигнала в слое хиральных 
углеродных нанотрубок под действием бессе-
левых световых пучков 
Облучение слоя вертикально ориентирован-
ных хиральных углеродных нанотрубок лазер-
ным излучением с бесселевым профилем интен-
сивности приводит к возникновению периодиче-
ски изменяющегося температурного поля в об-
разце, окружающей среде и подложке, что может 
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 (2.1) 
где T1, T, T2 – температура соответственно в ок-ружающей среде, слое хиральных углеродных 
нанотрубок и подложке; σi = (iΩ/βi)1/2, βi – коэф-фициенты температуропроводности в окружаю-
щей среде, слое хиральных углеродных нанотру-
бок и подложке, 0/ ,cn cnk C   cnk – коэффициент 
теплопроводности в слое хиральных УНТ, ρ0 – 
плотность, vc  – удельная теплоемкость. Соглас-
но [17], двумерный коэффициент квантовой теп-
лопроводности для области температур ниже 
температуры Дебая определяется следующим 
образом
 
0 0 ,cn phononk G N L L  где 2 20 3BG k T h   – 
универсальный квант тепла,  2 24phonon RN N n nm m d    
– полное число фононных каналов в УНТ, N – 
число шестиугольников в элементарной ячейке 
нанотрубки, dR – наибольший общий делитель для 
чисел  2n m  и  2m n , L – длина нанотрубки, 
0 2L R   – длина поперечной границы нанот-
рубки, перпендикулярной тепловому потоку.  
В системе уравнений (2.1) Q – объемная 
плотность тепловых источников: 
2 ,сnQ E   
где 2cn zz      – проводимость слоя хираль-ных УНТ.  
Учитывая выражение для интенсивности 
волны 20 01 2I n E    выражение для ско-





22 ,eff effz zcneffQ I e I ec
         
где αeff – коэффициент поглощения, который мо-жет быть определен следующим образом: 
.eff с с n
        
В свою очередь, проводимость связана с 
мнимой частью диэлектрической проницаемости 
формулой 0, сni            (ε0 = 8,85∙1012 ф/м).  
Исходя из геометрии задачи, скорость дис-
сипации энергии бесселевых световых пучков в 
слое поглощающих углеродных нанотрубок 
удобно записать в цилиндрических координатах 
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 (2.2) 
где 2 .eff zzk   
С учетом выражения для скорости  дисси-
пации энергии (2.2) перепишем уравнение для 
временной части, описывающее распределение 
температуры в исследуемом образце 
2 202
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Решение уравнения (2.3) ищем в виде 
     , , , ,ч oT r z T r z T r z   где  ,чT r z  – част-
ное решение уравнения (2.3), а  ,oT r z  – общее 
решение соответствующего (2.3) однородного 
дифференциального уравнения второго порядка. 
Частное решение уравнения теплопровод-
ности (2.3) ищем в виде  
     0
0
, ,eff zчT r z pC p J rp e dp

       (2.4) 
где p – параметр преобразования Фурье – Бесселя. 
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Вычислив частные производные первого и 
второго порядка (2.4) по переменным r и z и под-
ставив их в (2.3), получим 
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Пусть     2 2 2 .zSf p C p p e     То-
гда параметр C(p) может быть определен сле-
дующим равенством 
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Согласно (2.5), выражение для f (r) примет 
вид 
      2 200 0
0
.eff z r wTEf r pJ rp f p dp A B e
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Основываясь на свойствах преобразования 
Фурье – Бесселя и вычислив получившийся ин-
теграл [см. приложение], несложно записать для 
 f p  
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С учетом (2.5) и (2.6) можно представить 
частное решение уравнения теплопроводности 
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Решение соответствующего (2.3) однород-
ного дифференциального уравнения второго по-
рядка 2 0ST T    ищем в виде 
       0
0
, ,о z zT r z pJ rp A p e B p e dp

      
где 2 2 2 .Sp    
Учитывая граничные условия [18] 
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получены выражения для температур в трех-
слойной системе «окружающая среда-образец-
подложка»  
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2 2 2
1,2, .cn Sp     С учетом соотношения для скорости дисси-
пации энергии (2.2), и выражения для угла де-
флекции пробного лазерного пучка (случай 
трансверсальной геометрии взаимодействия)  
 , , ,1 ,эфT
эф
dn dT x y z t
dy
n dT dx
    
получим величину угла фотодефлекции, возни-
кающего вследствие воздействия бесселевого 
светового пучка на слой хиральных углеродных 
нанотрубок (см., например, [16], [18]) 
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Таким образом, амплитуда фотодефлекци-
онного сигнала, определяемая выражением (2.7), 
сложным образом зависит от диссипативных, 
геометрических и теплофизических параметров 
слоя углеродных нанотрубок, окружающей сре-
ды и подложки, а также энергетически-времен-
ных и поляризационных свойств БСП. 
 
3 Результаты и их обсуждение 
На рисунке 3.1 представлена зависимость 
амплитуды фотодефлекционного сигнала, возни-
кающего при воздействии на слой вертикально 
ориентированных УНТ поляризационных мод 
БСП. Анализ амплитуды фотодефлекционного 
сигнала показывает, что величина амплитудного 
сигнала осциллирует, спадая по экспоненте с 
возрастанием радиальной координаты ρ, причем 
осцилляции для нулевой и более высоких мод 
находятся в противофазе (рисунок 3.1). Следует 
отметить, что амплитуда фотоакустического сиг-
нала для металлических УНТ (n – m = 3q, )q  
оказалась  выше,  чем у  полупроводниковых  
(n – m ≠ 3q, ).q  
 
 Рисунок 3.1 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от радиальной координаты ρ  
для разных мод БСП и параметров УНТ: 
1 –m = 0, (7,5); 2 – m = 0, (7,4); 
3 – m = 1, (7,5); 4 – m = 1, (7,4) 
Как видно из рисунка 3.2, с увеличением 
толщины слоя поглощающих углеродных нанот-
рубок амплитуда фотодефлекционного отклика 
экспоненциально спадает, а при определенных 
значениях L (10 нм – 50 нм) – величина сигнала 
практически не изменяется.  
 
 Рисунок 3.2 – Зависимость амплитуды 
фотодефлекционного сигнала от радиальной 
координаты и толщины слоя УНТ 
 
На рисунке 3.3 представлена зависимость 
амплитуды фотодефлекционного сигнала от угла 
конусности α для слоя УНТ с индексами хираль-
ности (7,1). При определенном значении пара-
метра конусности (например, α = 1.57о) и в зави-
симости от порядка моды БСП (m = 0, m = 1) мо-
жет наблюдаться максимум или минимум ам-
плитудного значения фотодефлекционного от-
клика, что демонстрирует возможность управле-
ния величиной фотодефлекционного сигнала 
путем изменения угла конусности аксикона.  
 
 Рисунок 3.3 – Зависимость фотодефлекционного 
отклика от угла конусности 
для разных ТЕ-мод БСП: 1 – m = 0; 2 – m = 1 
 
Из рисунка 3.4 следует, что фотодефлекци-
онный сигнал является симметричным относи-
тельно нормированной координаты и, с увеличе-
нием частоты модуляции, его величина умень-
шается примерно на порядок. По-видимому, это 
связано с тем обстоятельством, что исследуемый 
образец не в состоянии быстро реагировать на  
изменения его теплофизических свойств.  
С увеличением времени воздействия бессе-
левого светового пучка на слой хиральных угле-
родных нанотрубок, как видно из рисунка 3.5, 
происходит уменьшение результирующего сиг-
нала, что объясняется размыванием поля темпе-
ратур в исследуемом образце вследствие тепло-
обмена с окружающей средой и подложкой. 
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 Рисунок 3.4 – Зависимость амплитуды 
фотодефлекционного сигнала 
от нормированной координаты x / w0  
 Рисунок 3.5 – Зависимость амплитуды 
фотодефлекционного сигнала от нормированной 
координаты x / w0 для разных значений времени воздействия излучения t:  
1– t = 0.1 с; 2 – t = 0.13 с; 
3 – t = 0.15 с; 4 – t = 0.17 с 
 
 Рисунок 3.6 – Поверхность, описывающая 
значения фотодефлекционного сигнала 
в зависимости от нормированной координаты 
x / w0 и времени воздействия излучения t 
 
Трехмерный рисунок 3.6 демонстрирует то 
обстоятельство, что при определенном значении 
времени воздействия квазибездифракционного 
излучения (t ≈ 40 мс) наблюдается наибольшее 
значение амплитуды фотодефлекционного сиг-
нала, причем симметрия поверхности, описы-
вающая простраственно-временное распределе-
ние результирующего отклика, не нарушается. 
 
Заключение 
Таким образом, в работе построена модель 
возбуждения фотодефлекционного сигнала в слое 
хиральных углеродных нанотрубок под действием 
бесселевых световых пучков. Впервые получено 
решение системы уравнений теплопроводности с 
помощью интегральных преобразований Фурье –
Бесселя и Лапласа для трехслойной среды, облу-
чаемой поляризационными модами световых 
пучков с бесселевым распределением интенсив-
ности в пространстве. В результате расчетов фо-
тодефлекционного сигнала для хиральных угле-
родных нанотрубок и проведенного графическо-
го анализа выявлена возможность управления 
амплитудой фотодефлекционного отклика при 
изменении угла конусности БСП, что достигает-
ся с помощью аксиконов, реализуемых на базе 
кристаллов, обладающих эффектом Поккельса 
[19] или применением оптических схем, допус-
кающих перестройку конусности бездифракци-
онного излучения [20]. 
Авторы выражают огромную благодарность 
А.Р. Миротину и Н.М. Курносенко за плодо-
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Для взятия интеграла воспользуемся преоб-
разованием Лапласа [21] 
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– вырожденный гипергеометрический ряд многих 
переменных,       ,m m         1 !n n    – 
гамма-функция. 
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Используя (П4) можем записать для (П2) 
следующее выражение 
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С помощью численного анализа ряда было 
установлено, что достаточно ограничиться пер-
выми двумя членами. Следовательно, для инте-
грала I1 получаем 
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1 .4b q w  
Аналогичным образом несложно получить 
соответствующее выражение для второго инте-
грала 
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Подставляя (П5) и (П6) в (П1) получим ко-
нечное соотношение для искомого интеграла 
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